الكفاءات المستهدفة 


# استعمال التمثيل البيانى لتخمين سلوك ونهاية متتالية عددية. 
# إثبات خاصية بالتراجع. 


# دراسة سلوك ونهاية متتالية. 
# معرفة واستعمال مفهوم متتاليتين متجاورتين. 
# حل مشكلات توظف فيها المتتاليات والبرهان بالتراجع. 


تمت دراسة المتتاليات العددية الأولى من طرف اليونان ٠‏ مثل متتالية الأعداد الأولية. 

أرخميدس قام بأعمال حول المتتاليات التي نهايتها تساوي × . 

في القرن الثالث عشر اكتشف الإيطالي ليونارد فيبو ناتشي المتتالية التراجعية البسيطة التي تحمل 
اسمه ر ,14 + ,1۷ = ,1۷مع 1 = ,1 و 1 = ,1 »و التي تترجم تطور نمو تكاثر حيوانات . 
المتتاليات الحسابية و الهندسية ظهرت في أوروبا و في الصين في القرون الوسطى . 

في عصر النهضة درست المتتاليات المعروفة لدينا اليوم . 


Un Vn 


1 2 


1,25 1,15 
1,3611111 1,69444444 
1,4236111 1,6736111 
1,4636111 1,6636111 
1,49138889 | 1,6580555 
151179705 | 1,6546542 
152742205 | 165242205 
1,3976773 | 1,6508784 yy. 
1.54976773 | 1,64976773 


کک فک | نے | عط | ہے بچ ید | سج ص 


= 
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في القديم كان اليونان يتعاملون جيدا مع المريبع التام لعدد طبيعي و وصلوا إلى النتيجة التالية: 
كلما جمعنا أعدادا فردية متتابعة و بالتتابع نحصل على مريع تام لعدد طبيعي . 
و هکذا :1 مريع العدد 1 <4 =3 +1 و4 مريع العدد 2 9 E‏ 


1) أنجز ورقة المجدول الموالية بإتباع الخطوات التالية: 
في العمرد .4 و اتا من آلكلة 42 احير الأعدل ١‏ 0 
الفردية من 1 إلى 99 . 9 5 
في الخلية 83 أحجز|۸3 +۸2 = - 
في الخلية 84 أحجز| ۸4 +83 - 36 11 

2) أحسب 55 +53 +... +9 +7 +5 +3 +1. . 
3( أحسب 87 +85 +... +9 +7 +5 +3 +1. 81 17 
| 100 19 

4) خمن حساب(1 -2۸) +... +5 +3 +1 بدلالة ۸ . 
6 رض التخمن السااقى صخيحا انت أن : 144 
14 

.1+ 3+ 5+ ...+ (2n + 1= (n+ 1) 


نقول أن الخاصية وراثية . 


نشاط ثان 


4 .تقترح مؤسسة عمومية عقدا للتوظيف كما يلي :مرتب شهري ب 4( 15000 في الشهر الأول و زيادة سنوية تقدر 
ب 15% نسمي ,»1 المرتب الشهري في السنة الأولى . نرمز ب ,> للمرتب الشهري خلال السنة ” (۸<1). 

1( أحسب U, 9 Ug < < U, «< U, < U,‏ 
2) أثبت أن المتتالية ( ,× ) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول . 
3 عين ,1 بدلالة ۸ . 
4) ابتداء من أي سنة يفوق المرتب ۸4( 25000 ؟ 
8 . تقترح مؤسسة اقتصادية أخرى عقدا للتوظيف كما يلي :مرتب شهري ب 4( 15000 الشهر الأول و زيادة 
في المرتب الشهري تقدر ب 04 1500 بعد كل سنة نسمي ر« المرتب الشهري في السنة الأولى . 
نرمز ب ,۷ للمرتب الشهري خلال السنة ” (۸.<1). 
أحسب ۷7 ۰ ;۷ ۰ ۷4 + و۷ + ۷4و ر۷. 
أثبت أن المتتالية ( , ١‏ ) متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول . 

,۷ بدلالة ۸ . 

ابتداء من أي سنة يفوق المرتب ۸( 25000 ؟ 


1 
2 
3 
4 


( 
( 
) عين 
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نشاط ثالث 


4 .نعتبر الدالة f‏ المعرفة ب 6+ = ) ×) ر و لیکن ( ,٤)تمثیلها‏ البياني في معلم متعامد و متجانس( 7 ,1: 0). 
أدرس قابلية اشتقاق الدالة f‏ عند 6-. فسر بيانيا النتيجة. 


« 


ډڄ دن خڅ 


س م دن طب ئ © ل 


م بن طب ئ `^ 


4 
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نشاط رابع 


e نعتبر‎ 


فت ان الا 


ا 
). 


.( 


= و1 و 


باستعمال (4) و( °٥,‏ 
ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية ( ,ا). 
من آي عدد يقترب ,× آكثر فأكثر لما يصبح ۸ كبيرا جدا. 
إذا فرضنا أن تخمينك السابق صحيح أثبت صحة التخمين الذي وضعته في السؤال 4 


المعر 


أحسب نهاية ر عند 0م . 
أدرس اتجاه تغير الدالة .١‏ 
أنجز جدول تغيرات الدالة / 
عين تقاطع المنحني ( 
ارسم )4( C,)s‏ 
.8B‏ نعتبر المتتالية ( ,1) المعرفة على 
مر کل < OU,‏ 


(C, 


تحقق أن من أجل كل ۸" من ٴ 


باستعمال الحاسبة البيانية خمن 


نعتبر المتتالية ) (u,‏ المعرفة على 


المستقيم (۸) ذو المعادلة ×= ر. 


گما نل : 


U, >0 < 


بأستعمال حاأسبة بيانية عين ,1+ 1+ بلا و,1u.‏ 
( مثل على محور الفواصل الحدود ,1ء ,لاء بلا ورا. 


كما يلي: من أجل کل ۸ من 


كما يلي: من أجل کل ۸ من 


0 


أثبت أن المتتالية ( ,«) متناقصة . 
عين نهاية المتتالية ,۷ - ,1 . 
الرسم المقابل يعطي التمثيل البياني للمتتاليتين 
( ,⁄) و (,«) باستعمال مجدول اکسال . 
ماذا تلاحظ حول نهاية ( ,ا) وحول نهاية (,«) ؟ 


7 
١ 
. 
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ل تذكير حول المتتاليات العددية . 
تعرىف: متتالية عددية حقيقية 1 هي دالة ترفق بكل عدد طبيعي ۸ »أكبر من أو يساوي عدد طبيعي ي 


العدد (1)۸ . 


2.اتجاه تغيّر متتالية عددية. 

متتالية متزايدة: تكون متتالية ,,_,(,») متزايدة (متزايدة تماما على الترتيب) إذا وفقط إذا كان من أجل كل 
عدد طبيعي آكبر من أو يساوي 1 › ,4 < رہ ( ,4 < ,على الترتیب ) . 

متتالية متناقصة: تكون متتالية ‏ ,,(,) متناقصة (متناقصة تماما على الترتيب) إذا وفقط إذا كان من أجل كل 
عدد طبيعي ۸ آكبر من أو يساوي ,1 › ,ا ک ہہ ( ,1> على الترتیب ) . 

متتالية ثابتة :تكون متتالية ,ر( ,) ثابتة إذا وفقط إذا كان من أجل كل عدد طبيعي ‏ 17 » ,اا = را. 
متتالية رتيبة: إذا كانت متتالية متناقصة (متناقصة تماما على الترتيب) أو متزايدة (متزايدة تماما على الترتيب ) 
نقول أن المتتالية رتيبة(رتيبة تماما على الترتيب) . 


3.المتتاليات الحسابية. 


تعريف :نقول أن المتتالية (,ا) متتالية حسابية حدها الأول ,»ا و أساسها ۲ ( ٣‏ عدد حقيقي ) إذا و فقط إذا كان من 


أجل كل عدد طبيعي 1 : U, SU, +r‏ 
الحد العام و مجموع حدود متتابعة من متتالية حسابية : 


U, tU 
0 
E TT ru, +, = (+ | ) gy U, =U, +nr 


4.المتتالىات الهندسة. 


تعريف :نقول أن المتتالية (,⁄) متتالية هندسية حدها الأول ,»ا و أساسها ي (ي عدد حقيقي غير معدوم ) إذا و فقط إذا 


. 1, = عدد طبيعي 7 : 4× ,ا‎ CS 
الحد العام و مجموع حدود متتابعة من متتالية هندسية‎ 


n+1‏ ا 


S =u, + ++, =| |‏ مح 1 و و إذا كان 1= q‏ فإن ر1(u+‏ ")= 5 . 
-4q‏ 


|o, =x 

نهاية متتالية هندسية. 

. متباعدة‎ (u, ) صا . المتتالية‎ u», فإن ¥+ = "ب 1mا و منهص+=‎ u <0 إذاكان 1<بي و‎ ٠ 
n® + ¥ 


n+ 


n>0 


ه إذاكان 4<1 و 0> ر» فإن ¥+ =" صا و منه = ,» ”1ا . المتتالية (,1) متباعدة . 
n® +¥‏ 
إذاكان 1> 1>4- فإن 0 = 4 :ا و منه 0= im u,‏ . المتتالية ) (u,‏ متقارىة . 


إذاكان [-> فان المتتالية ( ١ا)‏ متباعدة ( النهاية غد جودة ). 
ا 4 * 1 په عر عوجر 


0 


نمرین محلول1: لتكن المتتالية (u),‏ المعرفة بحدها الأول 3 - Uo‏ و بالعلاقة: 1- "5- ,1= e‏ 


لتكن المتتالية ( ,«) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي ۸ بالعلاقة: ,4 - e‏ 
«أثبت أن المتتالية ( ,«)متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول . 


#أحسب ,« بدلالة ‏ ثم أحسب المجموع ؟ مجموع ۸ حد الأولى من المتتالية ( ,«) .استنتج (,»ا) بدلالةم . 
الحل: ٠‏ الحد الأول للمتتالية ( ,۷) هو و۷ › 1-=1-3-(3-5)0= 14- ر 
لدينا 1- 5۸- = ,1= ,1 .إذن : 5۸-1-= ,۷ 
-5(n +1(-1-)-5n -1( =5‏ = ,۷ ر۷ . إذن من أجل کل عدد ای ۸ :5 ۷ ر 
و منه المتتالية ( ,«)متتالية حسابية أساسها ١-5‏ و حدها الأول 1- = ر۷ . 


طرائق 4 رود 


محلولة 


.S = V+ V+... ۷= 0 5- 5n(= ٤ 2- 5۸( . ۷, =-1-5۸ :۸ من أجل كل عدد طبيعي‎ > 


¬1 =¥ + ,1 >-1 = |۷ ۰ ۰۰ + ,1 - ,1 = ,۷ بالجمع طرف بطرف نجد uy‏ + 8$ = ,لا 


u = 7 NEE 


لتكن المتتالية ( ,«) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي ۸ بالعلاقة: 3- ,1= ,۷. 
#أثبت أن المتتالية ( ,«) متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول . 


تمرين محلول2: لتكن المتتالية ._ (,») المعرفة بحدها الأول 2= ٠»,‏ و بالعلاقة: 2 + ,اا = ره 


أحسب بدلالة " > استنتج ,11 بدلالة "ر ثم أأحسب المجموع ؟ مجموع ١‏ حد الأولى من المتتالية ( ,«). 
٠‏ ما هو اتجاه تغير المتتالية ( ,«)؟ 


(u, ) بد لالة ر ثم أحسب نهاية © .استنتج نهاية‎ Vv, أحسب نهاية‎ ٠ 
الحل:‎ 


V =u - 3= +2 3 


n+1 n+1 


9 ١ 1 1 
SNES N a E O EET 


HOS &l Ö 1‏ 3۳ 
۵ من آجل کل عدد طبیعی ۸ : f‏ - = ر و 2ج ]چ - = ۷+ ++ S=v‏ 
: 5ع ˆ 7" 3z‏ و ا 
lö‏ 
U4, 3= 2 + 3‏ 
39 
a ۰71‏ 1+1 
Ö “AOS MO, 2‏ & 
EH‏ - ج - =۷ - ا إذن0 < ,۷ - ,۷ و منه ( ,۷) متزایدة ¥ 
n 5 E38 E33 3‏ 1 :“ل n‏ 1+" 39 ). ( مر غل 
lö‏ 


lim u, = 3. lim S = - ص11‎ v۷, = 0 و بالتالي‎ im f = -ومنە0‎ 1> >16 


3 
n® + ¥ n® + ¥ 2 n® +¥ 


1.مبداً الاستدلال بالتراجع. 
مسلمة: P(n)‏ خاصية متعلقة بعدد طبيعي ۸ . 


1 عدد طبيعي‎ no 
: للبرهان على صحة الخاصية(۸) ۶ من أجل كل عدد طبيعي ۸" أكبر من أو يساوي ۸ › يكفي‎ 


1. نتأكد من صحة الخاصية من أجل و" أي ( ,۶)۸ . 
OT TT E‏ عدد طبيعي کيفي / sS‏ يساوي ۸ أي( ۶)۸ 
( فرضية التراجع) و نبرهن صحة الخاصية من أجل 1 +” أي(1 +ہ) . 
ملاحظات: ٠‏ عند الانتهاء من المرحلتين نقر أن الخاصية صحيحة من أجل كل عدد طبيعي ۸ أكبر من أو يساوي ر" . 
نترجم الشرط الثاني بالقول أن الخاصية وراثية أي أنها تنتقل من عدد طبيعي إلى العدد الذي يتبعه1 +۸. 
٠التأكد‏ من صحة الخاصية من أجل ,7 ضروري لأنه يمكن أن تكون خاصية وراثية دون أن تكون صحيحة» 
مثلا : الخاصية " "3 يقبل القسمة على 5 " خاصية خاطئة بالرغم من أنها وراثية . 
فان 
XK x‏ 


e e 0 


ء۶ O‏ 
ي يجي ٩‏ م أكبر من أو يساوي ۸ 


المرحلة 1 ا د (۶)۸ صحیحة 


2.متى يستعمل الاستدلال بالتراجع. 
يمكن التفكير في استعمال الاستدلال بالتراجع للبرهان على صحة خاصية متعلقة بالأعداد الطبيعية. 
مثال: أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ 2۰ + 4 مضاعف للعدد 3 . 
الحل: الخاصية " 2 + ”4 مضاعف للعدد 3 '" متعلقة بالعدد الطبيعي ۸ . نستعمل الاستدلال بالتراجع . 
المرحلة 1 : من أجل 0 =م 3 =2 +1 =2 +4 و 3 مضاعف للعدد 3 . 
المرحلة 2 :نفرض الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي ۸ كيفي. أي: 2 + ”4 مضاعف للعدد 3. 
و نضع 3۸ =2 + 4 حيث ۸ عدد طبيعي . و منه2 -)3 = "4 
و نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل 1 +۸ أي 2 + 4 مضاعف للعدد 3 . 
Gk- 2) 4+2‏ =2 +4 '"4 =2 +'™*4 
12k- 8+ 2= 3(4k- 2)‏ =2 + '*4 
و (2 3)4K-‏ مضاعف للعدد 3 و منه 2 + ' 4 مضاعف للعدد 3 . 
إذن من أجل كل عدد طبيعي 2۰۸ + "4 مضاعف للعدد 3 . 


الحل: نسمي (۸) ٥‏ الخاصية "1007 3"3 ' 
المرحلة 1: نتأكد من صحة (6) ۲ 
من أجل 6 =م 729۰ = 3 و 600 =100 6 
و منه 100 6 3 و بالتالي(6) ۲ صحيحة . 
المرحلة 2 : نفرض الخاصية (۸) ٨‏ صحيحة من أجل عدد 
طبيعي ۸ كيفي أكبر من أو يساوي 6 أي 100۸ "3 ( فرضية 
E‏ 
aS‏ الخاصية(۸) ٣‏ صحيحة من أجل 1 +۸ أي(1 P(n+‏ 
أي (1 + .)100 3"3 . 
اا 3 
من فرضية التراجع 1007 3 3'3 و منە ہ100 +100۸ 2 3'3 . 
من 6 ۸3 نستنتج أن 1200 10077 2 و بالأخص 100 10077 2. 
من 1007 * ”3 ( فرضية التراجع ) و 100 10077 2 نستنتج 100 +100 3'3 و منه (1 +100)7 3 '3. 
أي أن الخاصية(۸) ۶ صحيحة من أجل1 + . 


إذن من أجل كل عدد طبيعى ”أكبر من أو يساوي 6 : 100۸ 3"3 . 


الحل: الخاصية " ”2 + ”3 مضاعف للعدد 7 '" متعلقة بالعدد الطبيعي ۸ . نستعمل الاستدلال بالتراجع . 
الط ا من ال 0 و47 غ 27 37 و 7 مضاغفه للد 7 : 
المرحلة 2 :نفرض الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي ۸ كيفي. أي: ”2 + '*”3 مضاعف للعدد 7. 
و نضع 7۸ = ”2 + ' ”3 حيث ۸ عدد طبيعي . و منه 2 -7۸ = ''3. 
ولنبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل 1 +م أي اغ اد7 


2+1 2 + 1+2 +32 - 2+)1 9 1+1 ا 


2 E I e ر‎ 
ت‎ (Ik - ر‎ 7 21+27 2 


ر9 Ik’ 0- 2 9+ e‏ ك 
7k 9+2" C7‏ = 
7(k 9- 2)‏ = 
E aa EN EE E‏ 1 
إذن من أجل كل عدد طبيعي ۸ء 2 + ا3 مضاعف للعدد 7. 


تست ¿ 


ل تقارب متتالية عددية. 
نهاية متتالية عددية. 


۱ تذکیر و تعربف: ) (u,‏ متتالية عددية و ] عدد حقيقى. 
SN‏ المتتالية ( ,1) تقبل ] كنهاية إذا وفقط إذا كان كل مجال مفتوح يشمل ]1 يشمل أيضا كل حدود المتتالية 


n+ 


٠‏ رفي هذه الحالة نقول أن المتتالية ( ,1) متقارية. 
تذكير لتكن المتتالية ( ,) المعرفة كما يلي (۸) f‏ = ,» حيث ۴ دالة معرفة على مجال من الشكل | +, | 


1 حيث ې عدد حقيقي ۰ اذا کانت lim f(x) =I‏ فلن ]= u4,‏ صا1ا . 
e :‏ 


n+ 0 


E TS 


E TT 
عين نهاية المتتالية ( ,»ا).‎ ٠ 


4x +1‏ 
الحل:المتتالية ( ,»)من الشكل (”) ر = ,» حيث دالة معرفة على ]0ه +,0] كما يلي :ر =0 
E :‏ 
ا im f=‏ إذا ٣‏ ا .إذن المتتالية (,») متقارية . 
XxX COS(2pP xX) [‏ ا 
مثال: لتكن الدالة ‏ للمتغير الحقيقى ×المعرفة على] ¥ +;0] ٠  )»(= e YS‏ الدالة المرفقة 
E :‏ 
بالمتتالية ( ,») المعرفة على 0 كما يلي : = ر 
n+ َ‏ 


نلاحظ فعلا بأن =( u = f‏ حيث أن من أجل كل عدد طبیعی ۸ : 1 C08)27(۸1(=‏ . 
n+‏ 


vu, =1‏ ”1ا ( نطبق النظريات علي النهايات ) و lim f(x)‏ غير موجودة . 


تعاربف: ) (u,‏ متتالية عددية . 
ه القول أن نهاية المتتالية ( ,»ا) هي 0+ يعني ن کل مفتوح ەه +, »| ( (aell‏ يشمل كل حدود المتتالية ) (u,‏ 


ابتداء من رتبة معينة .و نرمز: += [mu‏ . 


° 


ه القول أن نهاية المتتالية ( ,») هي -٠‏ يعني أن كل مجال مفتوح | ,| ( ]> ») يشمل كل حدود المتتالية ( ,ا 


ابتداء من رتبة معينة . و نرمز: »= u,‏ نا . 


n—>+o0 


تذكير: لتكن المتتالية ( ,»)المعرفة كما يلي (”) f‏ = ,» حيث ۴ دالة معرفة على مجال من الشكل ]مه +, | 


و يي عدد حقيقي . 
إذا کانت += (×) ۴ صا فإن م+= ,ںu‏ صا . ١‏ إذا کانت م=(×) f‏ صا فان مہ = u,‏ صتا . 
0 +× 


n+ n> +0 Xo 


MNE 


تمرين محلول1: (,») متتالية معرفة في ¥ كما يلي : SS‏ 


عين نهاية هذه المتتالية . 
SKE‏ =3 ۰ 
=() ۶ و المعرفة على | 
XxX + 5‏ 
و بما أن 3 =() / lim‏ ( تطبيق النظريات على النهايات ) فإن المتتالية ( ,ا) لها نفس النهاية 


مع الدالة المرفقة لها و منه 3 = imu,‏ " 


n® + ¥ 


الحل: لتكن ر الدالة المرفقة بالمتتالية(,») و منه 


ملول 


4n + 3 nT 
Uu, = mı : تمرین محلول2: ( ,ا) متتاليه معرفه في ¥ كما يلي‎ 


عين نهاية هذه المتتالية . 
اأحل: المتتالية ( ,)من الشكل ( f),‏ = ,1 حيث ل = ,۷« و ١‏ الدالة العددية حيث f (= x‏ 
n+‏ 


الدالة المرفقة بالمتتالية( ,«) هى الدالة ع حيث 


4x+ 3 
ج‎ 


: =(») ع المعرفة على] ¥+;0] . 
و بما أن 4 =() ع lim‏ ( تطبيق النظريات على النهايات ) فإن المتتالية ( ,«) لها نفس النهاية 
مع الدالة المرفقة لها و منه 4 = ,۷نا . و بالتالي 2 = 4ل = ,101ا . 


n® + ¥ n® + ¥‏ 
تمرين محلول3: ( ,») متتالية معرفة في ¥ كما يلي : 3 = و 
٠‏ أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ 1 N‏ 


E E 


u, - 1‏ 
٠‏ ثبت أن المتتالية ( ,«)متتالية حسابية ثم استنتج نهاية( ,»). 
الحل: ٠‏ نستعمل الاستدلال بالتراجع 
المرحلة 1 : من أجل 0 =۸ › 3 = را و الخاصية صحيحة. 
المرحلة 2 :نفرض الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي ۸ كيفي موجب تماما. أي: 1 ` ,»ا 


و نبرهن ان الخاصية صحيحة من أجل 1 +۸ أي 1 ,1 و نبرهن بالخلف . نفرض |1 = ,1 


ع - 4 ع ڃ چ ٤‏ ع 
ا n‏ و نستنتج أن 1 = ,»ا و هذا تناقض مع فرضية التراجع .إذن من أجل كل عدد طبيعي ۸ 1 ',ا1ا. 
Uu, +‏ 
u - 1 1 1 1 1‏ 
= ړل و مته سک دسو = ر۷ - ړل و باتالي ج کے = ر ررر 
e Au, - 1 u, - 1 U, 1‏ ي3 3 = 3U,‏ ا ق 
u, + 2‏ 


۰ ع 1 ع 1 ع 
إذن ( ,«)متتالية حسابية أساسها =۲ و حدها الاول r> 0O ÙY limvy, = +¥ . v=‏ 


n® + ¥ 


و نستنتج 1 = ,1u”ص1]‏ . 


n® +¥ 


طرائق و 


. 
۰. 


3 


تعربف: ) (u,‏ متتالية عددية معرفة على ¥ . 


قول ان المتتالية ( ,»ا) محدودة من الأعلى يعني وجود عدد حقيقي e‏ عدد طبيعي 0 


u» £ 4‏ . نقول آن ۸ عنصر حاد من الأعلى . 


ل المتتالية ( ,») E‏ يعني وجود عدد حقيقي yT‏ عدد طبيعي I‏ 


ENN LC ETB Ua. u, B 
TT اقول أن المتتالية ( ,») محدودة يعني‎ 


الجدول المقايل يعطي قیم المتتالية Un‏ 

1 

(,7) من أجل قيم ۸ من 1إلى 14 18 
ل التمثا البياني للمتتالية . 2219 
266666667 

انطلاقا من هذا نخمن أن المتتالية 2,8 


2,0900001 
3 


(u, )‏ محدودة من الأسفل و1 هو 
عنصر حاد من الأسفل . 

O 
.4n- )„n+ 3(° 0 وبما 1 ۸° فإن‎ 4n- )ہn+‎ 3(= 3۸- 3= 3)۸- 1(. ۸+ 3 لنقارن بین 4 و‎ 


3,0769230 
ER EHTEL! 
32 
3,25 
3,2411705 


و منه (3 +۸) 4۸7 و بالتالي 1 3 إذن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم1 ,1 . 


n+ 3‏ 
و المتتالية ( ,1) محدودة من الأسفل . 
مثال2: لتكن المتتالية ( ,ا) المعرفة كما يلي : 


2n+ 3‏ 
من أجل کل عدد طبيعي ۸ غير معدوم : =1 ۰ 
ي 


المتتالية( ,»)محدودة من الأعلى و 5 عنصر حاد من الأعلى . 
المتتالية( ,1) محدودة من الأسفل و 2 عنصر حاد من الأسفل . 
و منه المتتالية( ,ا) متتالية محدودة 


مبرهنة: تقبل بدون برهان . 
٠‏ إذا كانت ( ,ا) متتالية متزايدة و محدودة من الأعلى فإنها متقارية . 


. إذا كانت ( ,1) متتالية متناقصة و محدودة من الأسفل فإنها متقارية‎ ٠ 


mm 
mr 


= یح ٹا طظط آے چ بد پت 


أن متتالية( ,ا)معرفة على ¥ محدودة من الأسفل بعدد حقيقي 8 ( أو محدودة من الأعلى بعدد 4 ) 

إحدى الطرق الاتية . 

. ) u, £ ۸ استعمال الاستدلال بالتراجع لإثبات آنه من أجل كل عدد طبيعي "8 *,» ( أو لإثبات‎ ٠ 
. (Uu, - A و 4 ) بدراسة إشارة 8 - ,ا1ا ( أو‎ u, و 8( أو‎ u, المقارنة بين‎ ٠ 
. ]0;+¥ ندرس تغيرات الدالة على المجال]‎ ×», =  )۸( إذا كانت‎ ٠ 

الحل: 
من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  )١(‏ = ,» حيث ‏ هي الدالة العددية المعرفة على ] ٥;+¥‏ حيث: 
o xX XRD‏ 


طرائق و زقارب محلوله 


من أجل كل عدد حقيقي × موجب تماما ج =()' ر ونحصل على التغيرات الآتية : 


نلاحظ أنه من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما فان eels,‏ 
u, 7‏ » و المتتالية (,1) محدودة من الأسفل و 7 عدد حاد من الأسفل . 


a 2n” +1- 2n” - 8 2n” +1 


=2 - ,14 ومنه ) ا =2 -ں آي 
n” + 4 ˆ n” + 4‏ 


من أجل كل عدد طبيعي ۸ : 0 £ س و بالتالي: 
n +4 :‏ 


من أجل كل عدد طبيعي ‏ : 0 2£ .Uu,-‏ 
إذن المتتالية (,») محدودة من الأعلى و 2 عنصر حاد من الأعلى . 


مثال: لتكن المتتالية (,») المعرفة على ¥ كما يلي : 7 


TT ETT ET NODES 


الجدول المقابل يعطي قيم المتتاليتين 

( ,)و (,۷) من أجل قيم ۸ 

من إلى 10 و يعطي التمثيل البياني 
للمتتاليتين .انطلاقا من هذا نخمن 

أن المتتاليتين متجاورتان. 
N E‏ 


22 e“ 


1,5 
1,0944444 
1,6301111 
1,0030111 
1,6900 
1,6540542 
1,65242205 
1,05037004 
1,6497673 


1,25 
1,3011111 
142301111 
1,4031111 
1,4913809 
191179705 
1,327412205 
19396 
1,9497613 


= 
= 


تمرين محلول1: لتكن المتتالية (,) و المتتالية, ETT‏ 
IN i, 2,‏ 
e TS‏ 
3 4 
نضع من أجل كل عدد طبيعي ر : E‏ 
1) أثبت أن المتتالية ( ,«) هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول .أحسب ,س بدلالة .ما هي نهاية ( ,س)؟ 


( 
2 أثبت أن المتتالية ( ,) متتالية ثابتة . ما هي نهاية (,1)؟ 

( 

( 


2= ,»ا › 1= ر« و من أجل كل عدد طبيعي ۸ 


طرائق و 


3 أثبت أن المتتاليتين ( , (u‏ د( ر( متجاورتان . 
استنتج نهاية ,ا و نهاية ,۷ . 


رين محلولة 


4 


_, A E, 


WW "٣ لدینا‎ )1 
n +1 n+1 n 3 4 ( 
1 Au TOV mM Oy MM vy 
W۷ م د س آي ,س‎ 
12 12 12 


إذن المتتالية ( ,«)متتالية هندسية أساسها - = وحدها الأول 11 - 


ا 


n® + ¥ 


٤ e1 ٤ 
lim w= 0 متقارية و‎ )W,( - e" nD  : من أجل کل عدد طبيعي ۾‎ 


hS 
3 4 
. ¥ و منه ,1= ]1 و المتتالية (4) متتالية ثابتة على‎ 1 =1, +2۷, +21, +6۷, = 3u, + 8v, أي‎ 


f =3 


n +1 U11 + SV 


lim 1, = f = 44‏ 
n® + ¥‏ 
U FAV, U TAV, MU,‏ [ 2 ) ا -2(u,‏ 
5W ag U GU, e (3‏ > >-> ,4ا ll,‏ 
3 3 3 3 
a o EI, u‏ 
إذن: 12 3 U, UM,‏ ومنه من اجل کل عدد طبيعي ۸ :0 > U, TM,‏ والمتتالية ( ,1) متناقصة ا ¥ 
(u, =v, ) 1 u, +3v, u, +3, 4v,‏ 
I Nn el, ٠‏ ومده : و کڪ TT‏ ا 
4 4 4 4 
111 ي 
ا = ,۷ - ر« ومنه من أجل كل عدد طبيعي 0:7 < ,۷ - ٠,‏ و المتتالية ( ,«)متزايدة على ¥. 
> نعلم أن 0 = ,س 1۳ا و أن ,۷ - ,1= ,س و بالتالي 0 =( ,۷ -,4) صا . 


إذن ( ,ا)متناقصة و ( ,«)متزايدة و الفرق بينهما يؤول إلى 0 . إذن المتتاليتان (,ا) و( ,«) متجاورتان . 
4 المتتاليتان ( ,ا) و( ,«) متجاورتان . 

إذن المتتاليتان ( ,ا) و ( ,«) متقاربتان و لهما نفس النهاية . 

نعلم أن 44 = ر٤‏ = ,£ ص11 و منه 44 = lim 3u, + 8v,‏ 


n® +¥ n® + ¥ 


نستنتج ان 4 = ,۷ ص1] = ]1m u,‏ . 


et n® + ¥ 


1.دراسة مثال: نريد دراسة المتتالية (,»ا)المعرفة بحدها الأول 0 = ر» ومن أجل كل عدد طبيعي ۸ : 
1 

U, 5 = —U, + 3 
2 


1) باستعمال مجدول » نحسب الحدود الأولى للمتتالية ( .)u,‏ 


ll f 1 
Mm Û + 0 1 MD LM OS LOOL LOD LOUD 10900409 LOOO 12 L0H 


ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية( ,1ا) وحول تقاريها . 
1 


أرسم(۷) التمثيل البياني للدالة ر في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (0;1,7) . 
أرسم المستقيم (() الذي معادلته × در . 
ضع على محور التراتيب 1ا › ,1 › را1 » وا و ا . هل تخميناتك تبدو صحيحة ؟ 
3) أحسب العدد ى فاصلة نقطة تقاطح (۷) و((). 
نضع »- ,1= ١,‏ . أفبت أن (,«) متتالية هندسية . 
عين نهاية ( ,«) ونهاية (,») . 
2. الحالة العامة: 
لتكن المتتالية التراجعية , , ( ,ا) المعرفة بحدها الأول »ا و العلاقة ط + ,»ا = ,1 حيث ه و ط عددان 
حقيقيان . 
1) عين طبيعة المتتالية (,») من أجل 0 دى . 
2) أثبت أنه إذا كان 1 = » فإن المتتالية ( ,») متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها. 
3( 


نفرض 1 ي و0 41 . 
في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( 7 ,0;1) » ليكن المستقيمان(02) و(۷) المعرفين 
بالمعادلتين × در و +× =ر على الترتيب . 
- ما هي الوضعية النسبية للمستقيمين(2() و(۷) ؟ 
٠‏ عين ب فاصلة نقطة تقاطع المسنقيمين(2) و(۷) . 
٠‏ لتكن المتتالية  ,‏ (,«) المعرفة كما يلي » - ,»= ١,‏ أثبت أن المتتالية (,«) هندسية يطلب تعيين أساسها. 
4) نصع 1 - =4 و نفرض أن ا غير معدوم . 
أوجد الحدود السبعة الأولى بدلالة ,»ا . ضع تخمينا ثم برهن صحة هذا التخمين . 


متتالية متقارية نحو العدد €. 


1. تعيين حصر للعدد ع 


f (1‏ الدالة العددية للمتغير الحقيقي × المعرفة على ¡ ب : f )x(= 0 (1+ xX)‏ 


أدرس تغيرات الدالة / . 


2( استنتج أنه من أجل كل عدد حقيقي xf e... (1) « X‏ +1 . 


3 باستعمال المتباينة (1) » أثبت أنه من أجل كل عدد حقيقي × أصغر تماما من 1 )x>1(‏ : 


.. 2( 


2. تعيين حصر للعدد ع . 


۸ عدد طبيعي غير معدوم . 


E 


¢ 1ö e 
: ٣ £ باستعمال المتباينة(1) › أثبت أن : ع‎ )1 
n 


1+1 


GG 10 E 
. ef +  : باستعمال المتباينة(2) › أثبت أن‎ )2 
no 
نهاية متتالية.‎ ٠.3 


: عدد طبيعي ۸ غير معدوم »كما يلي‎ E 


1 أت أنه من أجل كل عدد طبيعي ” غير معدوم :> e u,‏ 0£ 


( 
2) أثبت أن المتتالية (,»ا) تتقارب نحو ع . 
( 


3 باستعمال آلة حاأسبة ¢ عين قيمة مقرية لكل من الأعداد ° A1000 ° U100‏ ¢ 
لتكن المتتالية , , (,ا) المعرفة كما يلي : ا a‏ ا ا E‏ 
ED OT E‏ 

لتكن المتتالية 0V, E‏ المعرفة كما يلي : ) + 7V = u,‏ 


ك ت أن المتتالية ( ,») متزايدة على ¥. 
أثبت أن المتتالية (,«) متناقصة على ¥. 


( 

( 
3 أحسب( im )۷, - u,‏ . ماذا تستنتج؟ 

( 


أثبت أن( ,»)و (,۷) تتقاریان نحو ع . 


ساب سادا 


E‏ إلى معلم متعامد و متجانس([ ,0:1) .لتكن الدالة ر للمتغير الحقيقي × المعرفة على ]ها +:0[ ب: 
1 
f )x(=-‏ 


X 

ليكن ( )٥,‏ تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم (0:1,7). 

نريد حساب مساحة السطح المحدود بالمنحنى ( ٤,‏ ) › محور الفواصل و المستقيمين (2) و ('2) 

المعرفين بالمعادلتين [= × و2=× . 

على محور الفواصل نضع النقطة 4 التي فاصلته 1 و النقطة 8 التي فاصلتها 2 . 

ليكن ۸ عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 2 .نجزئ القطعة[ 48] إلى ۸" جزء متقايسة . 

ليكن £ جزء المستوي المحدود بالمنحنى( ٤,‏ ) والمحورين . 

نسمي ,»1 مجموع مساحات المستطيلات المحتواة في £ ونسمي ,« مجموع مساحات المستطيلات التي تحوي ٣‏ . 
<S NES‏ 


1 1 1 1 1 1 
ص = Uu,‏ و ea‏ = 
n+] n+2 2n‏ 
2) أثبت أن المتتالية ( ,1) متزايدة . 
3 أثبت أن المتتالية (,«) متناقصة . 


4) أحسب( u,‏ -,۷) صتا 

E O E A OT 
. 10 عيّن عددا طبيعيا م حتى تكون ,»ا قيمة مقرية ل ك إلى”‎ )5 
. 10 عيّن عددا طبيعيا ۾ حتى تكون ,»ا قيمة مقربة ل ؟ إلى“‎ 6 
. باستعمال آلة حاسبة › عيّْن: را > روا‎ )7 


متتالية متقارية نحو العدد:(2 )11 . 


الجزء الأول . 
( ,14)متتالية عددية معرفة على المجموعة ¥ گا لی : 
1 1 1 
lS‏ 
n+] n+2 2n‏ 
1) أت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۸ : 
1 
TT, GS TT TG ET‏ 
2(n+ 1)(2n + 1)‏ 
O‏ 
ر دالة عددية للمتغير الحقيقي × المعرفة على المجال] ¥+;0 حيث أن : 
)x(= n) (‏ گ . 
1( آئت آنه من أجل كل عدد حقيقي من المجال ] #+; لدينا : 


. U = 


n 


1- In(x)f x- 1 
Xx 


2( استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي م لدينا: 
E‏ 
pl PD ® Pp‏ 

3) ۸ عدد طبيعي غير معدوم . 
ه) أكتب الحصر السابق من أجل قيم م الآتية : " › ۸+1 »...› 1 -”2. 
TT‏ 


CROCE 0 
2n 


4) أشت أن ( ,») تتقارب نحو (2) 10 . 


تمربن : ( , ۷) هندسية يطلب تحديد أساسها وحذّها الأول . 


نعف متتالية ( ,1) على المجموعة ب : 2 = م1 ومن ت حسب بدلالة ۸ المجموع ,© حيث : 


کل گل عدد ۸ ۰ 3+ Se E aL . U, ~21, = 2n‏ 5 
1. برهن بالتراجع آنه من أجل كل عدد طبيعي 1 › 3. في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس نعتبر 
E Sl‏ النقط ۸ .» 68 › € و 6 حیث : 


2. ( ,/) متتالية معرفة على | ب :1-1 1+ ,4= ,۰۷ | 0= 26€ + 368+ 464 مع ۸ عدد حقيقي. 
أ - بين أئه إذا كان 2 < » فإن المتتالية ( , «) تكون متباعدة . | عيّن ۸ حتى تكون النقطة 6 مرجّحا للنقط ۸ »8 و €٣‏ 
ب - أثبت أنه يوجد عدد طبيعي ٤‏ ؛ تكون من أجله المتتالية المرفقة بالمعاملات ,5 »,£ و رك على الترتيب . 


1. نضع (۸) م الخاصية "1+ "2- ”2= ,» '. الخاصية الابتدائية(0) م 
محفقة لأه 2 = 0+1 ×2- "2 = »ا . نفرض أن الخاصية ( )) 7 صحيحة من 
أخل عدد طبيعي م أي 1+ 2۸- 2= ,ا . ولنبرهن صحة الخاصية (1+ p(k‏ 
أي لنبرهن صحة المساواة 1+(1+  -2)۸‏ “ 2= ,1 . من المعطيات لدينا 


3 2 = 211 = 1 معناه = )= ,اج = » ویاستعمال فرضية التراجع نجد 


ج u, =2 -2k +1)-k‏ ومعناه 1- 2۸ - 2= را ویکافئ 


u, =2 1-2 -2-1‏ أي 1+(1+ )۴-2 2= u,‏ ۰ إذن 

الخاصية الوراثية (1+ ۸) / صحيحة 

إذن حسب مبداً التراجع ينتج أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸”» 1+ 2"۸ - " 2= ,ا1. 
ا im 2 SVU evy, =U, FTRIS 2” +(t-2)n‏ ويما أن ±2 † 


فإن 0+ = 1۸ 2- ۲| صا إذن +٥0‏ ا ,۷ا صا . إذن( ر «) متباعدة . 


n< +0 n+ 0 


-2((n+1(=27 E)‏ )+ "2= ب ي 


)2- )+ )2(2 + ,= ,۷ .من أجل کل ]ع 0۰۸ = ,2 ۷ 


معناه +(t-2)=0‏ )1-2( ؛ وهذا يعني أن 2=0- ٤‏ أي 2= ٤‏ . 
إذن 2 = ٤‏ يكافئ أن ( , «) هندسية أساسها ج وحڌها الأول 1= 1- 1= ر۷ . 


_ )و‎ 1( 
. اي ر‎ ۶ e - = 
٤ l2 
ا 7 ا‎ 
AE CHR CECSOgSE OS SOG 
2 4 2.4 4 2 


ا = 40A +368 + GC‏ بما أن 0= 26€ + 46A + 3G‏ فان 


o : ا‎ arf _lIaFR 
2 = بما أئه لا يمكن د @ أن تنطبق على القط ۸ء 8 و € فلن‎ 6€ =€ 


مبدأً التراجع يتضمّن شرطين صحة 
NE‏ 
الوراثية . ويستعمل في البرهان 
الخاصيات المتعلقة بعدد طبيعى . 


تكون المتتالية ( , «) متقارية إذا 
وفقط إذا كانت ]= imv,‏ مع 
| عدد حقيقي 

تكون المتتالية ( , ۷) هندسية إذا 
وفقط إذا وجد عدد حقيقى 4 يحقق 
من اجل کل ا]آع ۰7۸ , Q۷‏ = ,,,۷. 


يجب مراعاة عدد الحدود في المجموع 


بکل تحفظ » لاستعمال المرجح يجب 
الف من ان مجموع المعاملات غير 


معدوم : 


نعتبر المتتاليتين ( ,») د( المعرفتين على 3 =1 : a TT‏ 


Lo ll OE 
. أعط القيمتين الظاهرتين على شاشة الحاسبة للحدين ,1 و ر۷‎ 
.V, >0 بڙر بالتراجع أن : من أجل كل امن |ا, 0< ,1و‎ .2 


ع ع 2 1 
زاس 
n+1‏ 


استنتج آنه من أجل كل ۸ من 20 i‏ 
4. أثبت أن المتتالية( ,ا) متناقصة والمتتالية ( , «) متزايدة . 


: 9 21 
ع ب 2 1 
ب ۔ برهن انه من اجل کل ۸ من | , ), Ya So (n‏ 1 . 
: 1 
استتتج باستعمال البرهان بالتراجع أن : من اجل كل ۸ من 2ک ا و 


6. استنتج أن المتتاليتين ( ,1ا) و( ,«) متجاورتان . ما هي نهايتهما المشتركة . 
E‏ ,1 هو قيمة مقرية إلى 10 للعدد 7 
عين أصغر عدد طبيعي ۸ بحيث يكون ,> قيمة مقرية إلى "10 للعدد 7 . 


U, FV 


2. نبرهن على الخاصیتین معا و 0 < ر1 تستنتج من رر ۷ من المعطيات 
1 
3. أكمل الحساب ...(7- ,)س = رر ۷- ,1 . الاستنتاج باستعمال السؤال .2 


n+l 
Ur 


4. احسب العبارتين Vr Vag SMa MM,‏ واستعمل السؤال السابق ۰ 
21 
5. | لاحظ ,۷< U, 2v,‏ : و ۱ MU,‏ واستعمل 3. 


1 


6. لتعیین ( , ۷- 11٥ (u,‏ لديك 


n0 


7 
2 « « 
/ = 7 .ومن = , ۷ یکون‎ S1, e > 
U 
n 


7 7 هي قيمة مقرية إلى 107 للعدد ,1 . 


O 


ُ تمارين تطبيقية 
فى كل حالة من الحالات التالية › عين بيانيا الحدود 
الأولى للمتتالية ( ,ا) , ثح أعط تخمينا حول اتجاه تغيرها 


ونهايتها . أ 1 
ج ]1 


e (#, )‏ أساسها ۲ ) ,7( DE‏ 
متتاليتان معرفتان من أجل كل عدد طبيعي ۸ على الترتيب 


2 2= = رو Ww, =u, + NT‏ 
بين أن المتتاليتين ( ,«) و( , س) حسابيتان مطلوب تعيين 
الأساس لكل منهما . 


أحسب آقياس زوايا مثلث قائم حيث هذه الأقياس تشكل 
حدود متتابعة لمتتالية حسابية . 
HÎ‏ ),( متتالية معرفة ب 1= م۷ ومن أجل کل عدد 


ر 


a › ۸ طبيعي‎ 


Yl :‏ 
1) برر آن من أجل كل عدد طبيعي ”» 0< ,۷ . 
2 ( ,ا) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي ۸ ب 
1 
3 


= ,1 . بين أن ( ,⁄) متتالية حسابية . 


(u, )‏ متتالية حسابية حيث 13= ,1 و 37= ,ا 
أحسب ,11 . 

( ,) متتالية حسابية أساسها3 و 2-= ,ا . 

1) أکتب , 1 بدلامة 7 . 

2) أحسب ر1 +... + 1+ ,1 . 

ا أحسب المجموع 10+... + 1+5+2+2+- = 


5 
من أجل کل عدد 5 ي ۸ صح بم > ا : 


بين أن المتتالية( ,) هندسية يطلب تعيين أساسها . 


1 , ٤ 
E متتالية هندسية حيث‎ ,) DÎ 
: 2 
احسب ,اا‎ U10 1331 


(u, )‏ متتالية هندسية أساسها3 و 2= 1 . 

1) أکتب ,1 بدلالمة 7 . 

2) أحسب المجموع ,14+...+ ر 1+ ,1 . 

63 لتكن ( , «) المتتالية المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 
غير معدوم ۸ ب ڕرلا= ,۷ . 

أحسب المجموع , ۷+...+ ر ۷+ ,۷ . 

( ,4) متتالية هندسية غير منتهية حدودها موجبة تماما 
WM OM, DE‏ 

1) عين أساس المتتالية ( ,»). 

2) أحسب u,‏ بدلالة ۸ . 

3 أحسب بدلالة ۸ المجموع ١,‏ حيث : 


. S, =Uog FU, + ...FU, 


2 الاستدلال بالتراجم, 0ا 
يوع برهن آنه من أجل كل عدد طبيعي ۶ لدينا : 
n(n +1)‏ 
2 
©6 برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ لدينا : 
o hS‏ 
6 
6 برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ لدينا : 
n” (n +1)‏ 
4 
8 لتكن المتتالية( ,») المعرفة ب : 4= رن 
د ,1= 1,1 : 


.1+2+3+...+ 7۸ = 


IEEE 


n رگ‎ . 1u, >1 ( 


0 ( ,») متتالية معرفة على [] ب 3= » و من أجل 


المتتالية ( ,ا) هندسية أساسها 3 وحدها الأول 


کل عدد طبيعي 7۸ › ,6+1 = ر1 . 1= » . ابتداء من آي دلیل یکون 10< ,س ؟ 
ثبت أن المتتالية ) (u,‏ ثابتة . في التمارين من 27 إلى 0 المطلوب حساب نهاية : 
7 لتكن المتتالية( ,») المعرفة ب 0,5= ر المتتالية (,») المقترحة . 
و ( u, _ 31-2 2 u, = 3n +2 +2 (1 27 Ur - (u,‏ 1 3 1 
1 آک ر 3— 4n‏ ۴ 
1) برهن آنه من أجل کل عدد طبيعي ۸, 1> ,uا>0‏ › 2 7 
.u, =2n ¬ (3‏ 4( +4 درلا 
2) استنتج تغيرات المتتالية ( n +1 n +1 . (u,‏ 3 


2 
8 آقت بالتراجع آنه من آل کل عدد طبیخن ۸ ۰ = ر 
1 
- مضاعف العدد 7 . 


2 
aa. E‏ 
1- ا مضاعف للعدد 8 . 12+ 3n‏ 
ع ع ع 3 KEE TE‏ 
[[ أثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 › 1+ n‏ 
TOI 32+1 _ 922‏ 4( 7# 
 A4n+3‏ " 


و الخاصة 27+ و شل الف على 3 
ي 
2 


n +3 ۳ 2n +1‏ 
[ 1) أت أنه إذا وجد عدد طبيعي ۸ بحيث 9 يقم 2ل nn +n‏ _ 
2) هل من أجل کل عدد طبيعي ۸ › 1+ "10 1( | 2 M n)‏ 
مضاعف العدد 9 ؟ ٠‏ 
2 5 
n +27r‏ 
جرع المتالية ( , ا) معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير nr‏ 1 
3) س0ع == ,1 . 
n 17 1‏ 
معدوم ‘2n‏ = ,14 . 
n.n‏ آل في الشكل لدينا © التمثيل البياني للدالة × جا ×: f‏ 
جد عددا طبیعیا ,۸ حیث إذا کان ۸ < ۸ فإن و ۸ المستقيم ذو المعادلة ×= ر 


>u, >10‏ 10~ . 
المتتالیة( ,») معرفة من أجل كل عدد طبيعي ۸ ب : 
U, = n.n‏ 


جد عددا طبیعیا ۸ حیث إذا کان ۸ < ۰۸ فإن 10< ,1 . 


المتتالية ( ,ا) هندسية أساسها وحدها الأول 


3= »ا . ابتداء من آي دلیل یکون ”10> ,ى ؟ 


u, =f (7)‏ <),( = ۷ و ۷ عدد حقيقي معلوم 2( أنت ان اادد هو عنصر حاد من الأعلى للمتتالية 


ا ی اھ اا المستقہ ۸ . ٤‏ ا أ 
1) عين إحداثيي نقطتي تقاطع المنحني © والمستقيم ( ,⁄) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي ”۸ أكبر من أو 


2 ما القول عن اتجاه تغير المتتالية( ,1)؟ 1 
يساوي 4 := ,1 . 
غ کے مقا n -Sn+6‏ 
3) بتمثيل الحدود الأولى للمتتالية ( , «), أعط تخمينا حول 5 المتتاليتان المتجاورتان, .ا 
ا ا E‏ المتتالیتان ( ,») و ( ,«) معرفتان من أجل کل عدد 
2 1 
Va =1l1lyوV,‎ =—-1,1 < V0 = 0,8‏ بیعی غیر معدوم 7 ب := ل ڪل 
e :‏ ا 


4) هل بمکن اختیار ۷ حتی نكون المتالية( ,۶) ثاتة ۰ آئین آن المتتلیین (,) و( /) متجاورتان ثم به 
4 المتتاليات المحودة. —0-0©0©0©77—7—7—7-_-___| نهايتهما المشتركة. 


معلك ۾ n —1 g_10,‏ 1 
E‏ = ,14 طبيعي غير معدوم 7 ڊِ : E‏ 


م ن الاعداد الحقيقية التالية : 0؛ 6؛ 4,99999؛ 5 » أثبت أن المتتاليتين ) (u,‏ و( 0V,‏ متجاورتان ثم جد 
ما هي العناصر الحاد من الأعلى للمتتالية (,») ؟ نهايتهما المشتركة . 
في كل من التمارين من 33 إلى 36 › أذكر إن كانت [ في كل حالة من الحالتين المقترحتين أدناه , هل 
المتتالية ( ,) المقترحة تقبل عنصرا حادا من الأسفل» المتتاليتين (,») و( ,«) متجاورتين ؟ 
عنصرا حادا من الأعلى . هل هي محدودة ؟ أ- ( ,4) و( ,«) معرفتان من أجل كل عدد طبيعي ۸ ب : 
.ı, = E).‏ ب - += ,». ا u‏ ا 


3 1# 
n +1 n +1 


n 


و ا ر ب-(,») و( معرفتان من أجل کل عدد طبيعي غير 
1+0 " , 
ب : y ee =3 ٣‏ 
n -1‏ و 37 ۳ n g4‏ ° 
٤ "Nar‏ 
٤‏ [ المتتاليتان ( ,⁄) و( ,«) معرفتان من أجل کل عدد 
ج ڪڪ ڪڪ ا طبيعي غير معدوم ۸ ب : 
35 1 1 1_1 
أ "2= u,‏ . ب- 3-2/ہ0= ,1 . E E ET ET‏ ,۷ 
ج 1= "+ 1u, =n‏ . أثبت أن المتتاليتين ( ,») و( ,«) متجاورتان . 
U, =n +COSN = . U, =‏ . [7 المتتاليتان ) ,,( E‏ معرفتان من أجل کل عدد 
1 1 1 
ج × )= ر E E E‏ 
ن ٠‏ 1 1 1 
1) أنجز جدول تغيرات الدالة E E‏ 
)x(=× 5% +6‏ ¶. أثبت آن المتتاليتين ( ,ا) و( ,/) متجاورتان . 


المتتاليتان ( ,) و( ,«) معرفتان من أجل کل عدد 
1 1 1 
طبيعي غير معدوم ۸ ڊ: ا 


۷, =u, = و‎ 
4/ 


ثبت أن المتتاليتين ( ,») و( ,) متجاورتان . 
7 المتتالیتان ( ,») و ( ,«) معرفتان من أجل کل عدد 
طبيعي غير معدوم ۸ ب : 
U, eT‏ 


1 
2 J n1 


eram ET 


2 3 


تمارين للتعمق 


1 تذكير بالمتتاليات العددية, .... 
برهن أن المتتالية (,») المعرفة على" [] ب : 


_ Inn 


,1 هي متناقصة ابتداء من الرتبة 3 . 


n! 


یت 
8 سین (,) 


طبيعي غير معدوم ۸ ب : 


E‏ المتتالية ا Un‏ متزايدة ابتداء من 


و( ,«) معرفتان من أجل کل عدد 


1 1 1 
E 
M2! n! 


nene 0 ۰ 1‏ ج 
n n(n!)‏ = ۽« . برهن أن المتتالية ) ,( متزايدة 
وأن المتتالية( , «) متناقصة . 
9| بكالوريا 


1) ( ,«) متتالية حسابية حذها الأؤّل ,« وأساسها ٣‏ 


أ . عين ,۷و ۲ غلما ا 


4 کر 
Vg FV. VY SE‏ 


ب . استنتج , « بدلالة ۸ وعين أصغر عدد طبيعي n‏ 
يحقق 6023 < ,۷ . 

2) ( ,7) متتالية حسابية حذها الأۆل ,» وأساسها 4 . : 
نضع من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم «n‏ 

5 


=U, FU, +...+U, 


عین ,1 و d‏ حتی یکون )7+ 2S, =n (3n‏ وهذا من 
أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 . 

( ,⁄) متتالية حسابية أساسها5- و 4- = را 

1) أكتب u,‏ بدلالة ۸ ! 

2) أحسب المجموع پر 1+ ...+ 1+ 1= ؟ . 

آ8 لتك (, “) متتالية معرفة على ب 2 = ,»ا ومن أجل 
کل 2u, =9 «n E‏ — ر 4u,‏ . 

و لتكکن ),( متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي ۸ › 
Vv, = 2u, -9‏ 
ا الحدود ,1 › راا و وا مم۷ ٠۷, ٠‏ ر۷ورڕ۷. 
پا رر ن ا( 1 ف طف سن اع 
ج- جد عبارة الحد العام ر بدلالة ۸ ثم استنتج عبارة 
الحد العام ,1 بدلالة ۸ . 
خب دلا ۸ المجموع 
استتتج بدلالة ۸ المجموع ,1ا+... + ,1+ 1o‏ . 

تكن (, »ا) متتالية معرفة على ب 14= ,»1 ومن 
أجل کل ا u, = 4u, +3 «n‏ 

ومن أجل كل عدد طبيعي ۸ » نضع 
1) بين أن ),( کا فة يطلب تين اساسها 
وها لرل 


mS E 


Vv, =u, +1: 


2( أختت , ۷ بدلالة ۸ ثم استنتج ,1 بدلالة ۸ . 
S, =u +U +...+U,‏ . 


1 =< متتالية هندسية أساسها 3 علما أن‎ (», ) ES 


أحسب المجموع ,1+ ...+ ,1+ ,1= ؟. 


1 2 
27 : 
1 ۳ ° 
“ 
ei 


إل أحسب المجموع : 
S =0,02-0,1+0,5-2,5 +... 5‏ 
(u, ) ES‏ متتالية معرفة من أجل كل عدد حقيقي ۸ بٍ: 
U SIK EIR‏ 


. م1‎ +٣1, + ...+1, بدلالة ۸ المجموع‎ E 


لتكن المتتالية ( ,) ذات الحد الأول 1= ,1 › وحيث 


من آجل گل عد بیع اکن من ار سار !1 


Md MS 


من أجل كل عدد طبيعي ۸ كبر من أو يساوي 1» نضع : 


Vv, =u, +3 

1) ثبت آن المتتالية ( , «) هندسية يطلب تعيين أساسها . 
کش , ۷ بدلالة ۸ ثم استنتج عبارة ,ا بدلالة ۸ . 
2) أحسب بدلالة ۸ المجموع ١,‏ حيث : 

O ET Eo 
4 أثبت أن "3+ ,1+...+ ,1+ ,»1 مضاعف للعدد‎ - 
8H وهذا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم‎ 
ومن أجل كل‎ ٠», = > هي المتتالية المعرفة ب‎ )١, ( 


1 


5 
nn ns ¢ NM عدد طبيعي‎ 


ولتكن المتتالية ( , «) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي ۸ 


TT : ب‎ 


1) أحسب الحدود ,14 » راا و ا ثم ر۷٠‏ ,۷ ورا . 

2) برهن أن المتتالية ( , «) هندسية يطلب تعيين أساسها . 

- أحسب , ا بدلالة ۸ ثم استنتج ,ا بدلالة ۸ . 

: أحسب بدلالة ۸ كلامن ,> و ,]ا حیث‎ 3 
f, =U FU, +... U, ¢ Sy =Vg V1 +a, 

ع نعتبر المتتالية( ,») المعرفة ب : 


8 =2 ,1, =4 
Mn AU, ta1 


ہل کل 1> :n‏ 


1( ط a+b=4‏ 
جد عددين حقيقيين ۵ حیث 
یں یں :و اس 


2) من أجل كل عدد طبيعي 1 نضع ,1-> ,,11= ,۷ . 

برهن أن المتتالية( , «) هندسية أساسها طا . 

3 من أجل کل عدد طبيعي ۸ نضع ,11~ ,4= ,۷ . 

برهن أن المتتالية( , س) تایان : 

4) أكتب , « و , س بدلالة ۸ ثم استنتج عبارة ,1 بدلالة ۸. 

» ط و ١‏ أعداد حقيقية غير معدومة . 

1) بین آنه إذا كانت ى , (ظ و ٠‏ بهذا الترتيب تشكل حدود 

متتابعة لمتتالية هندسية فإن : 

. a +b +c” =(a+b +c)(a-b +c) 

2) جد ثلاث حدود متتابعة لمتتالية هندسية علما أن 

مجموعها هو 78 ومجموع مريعاتها هو 3276 . 

60 »0 و ع ثلاث حدود متتابعة من متتالية هندسية . 
a+b +c =6,5‏ 

1 abc =343 


أحسب 4 » ظط و ع علما أن 


61 ظ و » ثلاث أعداد حقيقية مع 4#£0 . 

نفرض أن ى » ( و ء تشكل ثلاث حدود متتابعة من 

متتالية هندسة أساسها ي ؛ و ٥,2,34‏ تشكل ثلاث 

کد ا ا ال خا اکت q‏ . 

ه عدد حقيقي معطی . 

نعتبر المتتالية ( ,») المعرفة ب : »= ,» ومن أجل كل 
3 4 

“n1 "10 10” 

1) ( , «) هي المتتالية المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 

.v, =1, -4 


عدد طبيعي غير معدوم ۸ › 


غير معدوم ۸ د : 
برهن أن المتتالية (v,)‏ هندسية يطلب تعيين أساسها 4 . 
2) عبر عن ,۷ بدلالة ۾ و ۸؛ ثم استنتج عبارة ,1 
بدلالمة ك¿ و ۸1 . 

3 أحسب بدلالة 4 و ۸ المجموع : 


S, =U, FU, +...+U, 


کا مذ ( ) )٩ A,‏ إلى متتالية هندسية غير منتهية > کل 
حدودها موجبة حيث حذّها الأول :3= ,4 › 

1 
ST 


1) عين أساس المتتالية ( ,4) . 

2) أحسب بدلالة ۸ المجموع ,8 حيث : 
HEG FEC,‏ = 

3 من أجل کل عدد طبيعي غير معدوم ۸ , نضع 

1١ ( 8, =1), (‏ هو اللوغاريتم النيبيري ) . 

أ . برهن أن ( ,۸) هي متتالية حسابية يطلب تعيين 

N 

ب . أحسب بدلالة ۸ المجموع ,1 حيث 

I= GD EBDIL 


[] من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۸ نضع : 
ااا ا 


(عدد من ۸ رقم مساویا ل 1 مثلا 1111= ,۸ ) . 


آحسب ,۸+ ...+ ر 4+ ,4= رک . 


]من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۸ نضع : 
A, =33...3‏ 


(عدد من ۸رقم مساویا ل 3 مثلا 33333= ,۸ ) . 


أحسب ,۸+ ...+ ر 4+ ,4= ,8 


(,) و( ,/) متتالیتان معرفتان علی 
ومن أجل كل عدد طبيعي U SU, Th «n‏ ¢ 


7 
VV, f ag 
4 16 


1) باستعمال مجدول إكسل نريد حساب الحدود العشر الأولى 
كل من المتتاليتين (,) و (,۲) . 

ولهذا » أحجز في الخلية 81 العدد 0 ثم باستعمال الفأرة 
واللمسة 11ء نسحب إلى اليمين ؛ نحجز في الخلية 2 8 
العدد 5 . 


u5 ی‎ 


این ب کک لال والمسدة ctrl‏ . 


rm 


1 

1 
2 ت‎ 
SS اسا‎ 
٣ 1 1 
ll 4 * Hl, Feuill lam A + 
E N 


بملاحظت لاسطر الا 6 0 اط 2ة 
0 

2) برهن التخمين الموضوع في السؤال السابق ثم عبر عن 
,۷و ,ا1 بدلالة "n‏ . 

. Ss, =1 +1, + ...+14, أحسب‎ 3 

( ,) هي المتتالية المعرفة ب 2-= ,» ومن أجل 
كل عدد طبيعي ۸ › 6+ 01u,‏ = ,۰1 »و6 
عددان حقیقیان غير معدومین ویختلفان عن 1 . 

1) جد علاقة تربط بين العددين ى و 6 التي تجعل 
لمتتلية (,») ثابتة . 


2) نفرض أن المتتالية ( ,⁄) ليست ثابتة ونعتبر المتتالية 

( , «) المعرفة من أجل كل من أجل كل عدد طبيعي ۸ ب 
,1= ,۷ حيٽٹ ۲ عدد حفيفي غير معدوم . 

أ . عين / بدلالة ب و 8 حيث تكون المتتالية( , ۷) 
هندسية . 

ب .نضع 3= , 0=2 و[=/ . 

أحسب المجموعين 
CS, U TTT TVs‏ 
2 الاستدلال بالتراجق ,ا 
68|بالوريا 


ETE .+/۸ نضع‎ 


۾ و ۾ حيث 


ft, =Ug FU + ...+U, 


a‏ ۸ عدد طبيعي 
غير معدوم . 


ب - عبر عن ر ؟ بدلالة رک . 


© 


2 برهن بالتراجع أنه من أجل کل عدد طبيعي غير معدوم 
n(n +127 +1)‏ : 


6 
نضع (1+ ۸) 7+ ...+ i, =1x×2+2x>3+3x>4‏ 
حيث ۸ عدد طبيعي غير معدوم . 
1) أحسب ,1 › را » ۾ و ٤‏ . عبر عن ٤]‏ بدلالة ,1 . 
E‏ 


= (n +1)(n +2) «n 


[[7 من أجل كل عدد طبيعي ۸ أكبر من أو يساوي 2 
نضح : 
Ss, =1+2<x2+3x<2 +4 >27 +...) -1(27 ˆ‏ 


برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي MZ‏ 


n 


s, =) -1(27 -n x2 +1=1+ (n =1) 


برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ” ٤‏ 

1x2<x3+2x3x<4+...+n (n +1)(n +2)= 
n(n +1)(n +2)(n +3( 

4 

ده الرمز ۸١!‏ يقرأ عاملي 1 ومعرف ب : 

n!l=]x2x<3x...xn 
برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم‎ 9[ 

«n 

1 1+2x<2!+3x3!+...+n (n!) = (n +1)!-1 

[ برهن بالتراجع آنه من أجل کل عدد طبيعي غير معدوم 
n!>2"" «cn‏ . 
يساوي 4 لدینا : ۸7< "2 . 
[ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ آکبر 
من أو يساوي 2 , 3+ "4< "5 . 


متباينة برنولي ( 1اأاuا‏ ۸0ء8 ) 


4 عدد حقیقی موجب تماما . 


1) برهن أنه أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 لدينا : 
(1+a) >1+na‏ . 
2) استنتج أنه إذا کان 1< ۾ فإن += "۾ سنا . 
(تبرير المبرهنة المقبولة في السنة الثانية) 
7 1) أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ أكبر من أو 
يساوي 2 › )1+ 3n > (n‏ 
2) نسمي ,۶ الخاصية : " 5۸+ ”2< "3 '. 
أ . ما هو أصغر عدد طبيعي غير معدوم ۸ الذي من أجله 
تكون الخاصية ,۶ صحيحة ؟ 
ب . برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 5 
> تكون الخاصية ,7 صحيحة . 
[ من أجل كل عدد طبيعي ۸ > نسمي ,۶ الخاصية : 
><)n+2(‏ "3 '. 
1) من بین الخواص ر۶ ۰ ۶ ۰ ر۶ و ۶ عین منھا 
ا 
2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي آكبر من أو 
يساوي 3 » تكون الخاصية ,7 صحيحة . 


5 (,) متالیة رة عا 
U‏ 
کل عدد طبیعی ۰۸ = ,1 . 
u, +1‏ : 
1( اکن الحدود U; 1 U) U,‏ ؛ أعط تخمينا لعبارة U,‏ 
بدلامة 7 . 


ج 1= »ا و من أجل 


2) أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸, = ,1 . 


[ا الهدف التعبير عن ,1 بدلالة ۸ . 

المتتالية ( ,1) معرفة ب 7= »ا ومن أجل كل عدد طبيعي 
U, 10u, ~18 «n‏ . 

1) أحسب ,14 › را › پا › لاو پ1 . 

لاحظ النتائج هي أعداد تتكون من أرقام وسطها أسفار ؛ 
أعط العلاقة بين عدد الاأسفار و ۸ . 


2 أعط تخمينا لعبارة ,1 بدلالة ۸ , ثم برهن بالتراجع هذا 
التخمين . 

BJÎ‏ ) ,( متتالية معرفة ب 2 = »ا ومن أجل كل عدد 
طبيعي ۸ › 3 - ,211 = ,1 . 

1) أحسب ,1 , ر1 , 1 , ,1 و ,× . أعط تخمينا لعبارة 
) ,«-3( بدلاة ۸. 

2) برهن بالتراجع التخمين الموضوع سابقا , ثم استنتج عبارة 
,1 بدلالة ۸ . 

),( متتالية معرفة ب ا وکن آجل کل عدد 
طبيعي ۸ , ,4-1 > ,1 . 

1) أحسب ,1 , ر1 , 1 , ,1 و وا. أعط تخمينا لعبارة 
,1 بدلالة ۸. 

2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ , 

. lh 1 ر4‎ 3 

من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۸ نضع › 
=1+3+5+...+)2r -1(‏ ,$ . 

1) أحسب ,8 , رک , ڕ؟ وړك . أعط تخمينا لعبارة , 8 
بدلالة ۸. 

2) برهن هذا التخمين بالتراجع . 

3 لاحظ المجموع , £ وأعط برهانا آخرا لاتخمين . 

[۴ ( ,») المتتالية المعرفة ب 1= ,»ا ومن أجل كل عدد 
طبيعي ۸1 › ,1+ 1= ,ا1 . 

1) أحسب الحدود الخمسة الأولى للمتتالية ( ,») وأعط 
تخمينا لعبارة ,ا بدلاللة ۸. 

2) استعمل البرهان بالتراجع لتعيين عبارة ,ا بدلالة ۸. 
8 ( ,») المتتالية المعرفة ب 1= ر» ومن أجل كل عدد 


U 
Hal , 1 طبيعي‎ 


ED 2 


1) أحسب الحدود الستة الأولى للمتتالية ( ,ا) وأعط تخمينا 
لعبارة ,4ا بدلالة ۸. 
2) استعمل البرهان بالتراجع لتعيين عبارة ,1 بدلالة ۸. 


( ,») المتتالية المعرفة ب 1= > ومن أجل كل عدد 
طبيعي ۸ › 2+ ,ا ,1 . 

( , «) المتتالية المعرفة ب 1= ر« ومن أجل كل عدد : 
طبيعي ۸ ۰ ,۳14 ,۷= ,۷ . 

1) عبر عن ,‰1 بدلالة ۸ . 

2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ , 
.v,_ =1+0‏ 

المتتالية (,) معرفة ب 1= ,» ومن أجل كل عدد 
طبيعي "› 3+ 2۸+ ,1= ,1 . 

1) أدرس رتابة المتتالية (,») . 

2) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸, .u,>nُ‏ 
المتتالية (,») معرفة ب ]1: 0[ ع ٠,‏ ومن أجل كل 
عدد طبيعي ۸ › 3+ 2۸ + ,1= ,1 . 

برهن آنه من أجل کل عدد طبيعي 1,۸> ,1> 0 

[ المتتالية (,») معرفة ب 1= ر» ومن أجل كل عدد 
ي ,+2 = nı‏ . 


برهن بالتراجع آنه من أجل كل عدد طبيعي ۸1 , 
Osu, <2‏ . 


ثبت أن المتتالية ( ,⁄) متزايدة ماما . 

( ,») متتالية معرفة على |] ب 0= ,» و من أجل 
a +P, mE‏ 

1) تحقق من أن الحدود ,1 , را و وا تنتمي إلى 
المجال |0;4] . 
2) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸, 4< Osu,‏ . 
3 أدرس اتجاه تغير المتتالية( ,») . 
آل نعتبر المتتالية (,») المعرفة ب 2= ر» 
و 1,2= ,01 ,0< U,‏ . 


1) برهن بالتراجع ا المتتالية( ,ا) متناقصة تماما . 


2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸› 


L> 
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(u,) 7‏ المتتالية المعرفة ب 1= ر» ومن أجل كل عدد 77 برهن آنه من أجل کل عدد طبيعي ۸ يوجد عددان 


E EE 


u, +3 ّ‏ 
1) أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ , 1ك ,»>0 . 
2( برهن أن المتتالية ) (u,‏ متناقصة تماما . 
193 عدد حقيقي من المجال :م 
نعتبر المتتالية ( ,1) المعرفة ب 080ء2 = »ا ومن أجل 
کل عدد طبيعي ۰۸ ,+2 = u,‏ 
1 أ - أحسب U gU,‏ . 
ب - أثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ › 
Uu, >0‏ . 
2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ › 


1u, = e 
2" 


1 ( ,») متتالية معرفة ب : 


1 2 
٤ =3). + د(2‎ Uj = 5 


1) باستعمال الآلة الحاسبة أحسب ,14 , راا و ا . 

2 أعط تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية ( ,) , ثم برهن 
فا ا د ن ن ا 

5 من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم نضع : 

ET 
۰۸ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم‎ 
. u, +U, +...+4, =1+ (1-1727 
: 5ا نعتبر المتتالية( ,») المعرفة على "1 ب‎ 
1 
` n(n +1) 

1) ثبت آنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم لدينا : 


n +1 


U +U +...+ 14 — 
1 2 
" n+1 


2) استنتج قيمة المجموع 
1 1 1 


س 
1427x1428 1428x9 2007 x 2008‏ 


طبيعيان ,م و ,4 حيث ۸3 ,4+ ,م = (23). 


98 المتتالية ( ,1) معرفة ب 1= ,1 3= ,»ا ومن 


اجل کل 2Ma MU,‘ hE‏ = 7 
أ . أحسب الحدود ,ا , ,1 و ,1 . أعط تخمينا لعبارة , 1 
بدلالة ۸ . 


ب . برهن بالتراجع هذا التخمين . 
2 ء۶ 
2( المتتالية ),( معرفة ب o5‏ ¢ 1= ,۷ ومن أجل 
کل عدد طبيعي V2 29V a1 7O, , n‏ 
"3+ "2 

برهن انه من اجل کل عدد طبيعي ۸ , : 2 
0 ( ,ء) المتتالية المعرفة ب 1= u‏ 2= ,»ا ومن أجل 
کل عدد طبيعي غير معدوم U, FU, =4 U, «n‏ 
برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ › 

1 n n 

. », =2 )2+3( +)2-3( | 


المتتالية ) (u,‏ معرفة ب 2= ا و من أجل كل 
عدد طبيعي “< 1+ U, =U,‏ 

برهن أن : 

أ - من أجل كل عدد طبيعي ۸ < 1—> U,‏ 

ب - المتتالية ( ,1) رتيبة . 


1+5 


ج- من أجل كل عدد طبيعي ۸ , 2 .U,‏ 

7 المتتالية ) (u,‏ معرفة ب 1= را ومن أجل کل عدد 
طبيعي ۸ « مع ر 

نضع من أجل كل عدد طبيعي ۸ , رر 


1) برهن أن المتتالية ),( هندسية . 
2) عبر عن , ۷ تم ,ا بدلالة ۸ . 


م الدالة كثيرات الحدود المعرفة على 1 ب: 


3 2 


X X X 
BT e 


1) تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي × 
+1(-p)x (=×‏ )7 . 
2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ › 
p(n)el‏ . 
3 برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ › 
p(n +1)=1 +2° +...+n‏ 
المتتالية ( ,ى ) معرفة ب 0= ,»1 ومن أجل كل عدد 
1- 


طبيعي غير معدوم n‏ , ر 1E‏ 
n‏ 


U >006 

Ty I‏ أكبر من أو 

يساوي 24 یمکن کتابته ط7 +54 = ۸ مع ۵ و ( عددین 

e طبيعيين‎ 

) 1 KE 
+1 

علد طبيعي غير معدوم Ur 4 2 “n1‏ : 

أ . أحسب الحدود الخمسة الأولى للمتتالية (,») . 


ب . برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 


) المتتالية المعرفة ب 2 1 ومن أجل کل 


n 
> o 


Kk‏ عدد طبيعي غير معدوم ,( , ۷) المتتالية المعرفة ب 
= ,۷ ومن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۸ › 


«<c Hn 


( 
1 
k 


ة ,ا بدلالة "۸ ثم برهن بالتراجع هذا 


في التمارين 106 إلى 18 المطلوب حساب نهاية 
المتتالية ( ,⁄) المقترحة . 


© 


n +5‏ 
3,01 
OS e U, =‏ 1 
3 
1 1 
چ 
ّ3 5 5 
(,) و( ,«) متتالیتان عددیتان معرفتان من أجل 
کل عدد طبيعي ٤ cu =2: n‏ 


U ۳۸ 
1 
"" 3u, +1 


۷, = و—‎ 
U 


1) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ ;0> 14 
2( ھن ان ),( متتالية حسابية . 
3( 


استنتج نهاية المتتالية ( ,») . 


E (u, ) 110‏ متتالیتان عدديتان معرفتان من أجل 
1 

کل عدد طبيعي ۸ د: 2= 1 › e‏ 

و 3+ ,1= ,۷ .نضع من أجل كل عدد طبيعي ۸ , 

TT UTM SU, gS, ZV Ea VY, 

1) برهن أن المتتالية ( , «) هندسية . 


2) عين نهاية لكل من المتتاليات (,4) , (,) و(,) . 


. )۲,( . )»,( جد نایة لکل من المتتایات‎ E 
و ( ,) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي غير‎ )« , ( 


7 جد نهاية لكل من المتتاليات ( ,) ۰( ,«) و (, «) 
المعرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۸ ڊ: 


3n -4‏ 7 
= + ګر ¢ 1~ WwW, =u,‏ . 
n n +1‏ 
المتتالية ( ,») معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير 
1 
معدوم 1 د ڪڪ = U,‏ 
n!‏ 


(نذکر من أجل 1< ۸ , ۸!=1×2×...×۸) 
1) أحسب الحدود الستة الأولى للمتتالية (,») . 
2( 

1 

O0<u,‏ ؛ ثم استنتج 


( المتتالية‎ TY 


معدوم 1 ل : 


تج نهاية المتتالية ) (u,‏ 


COS 2 
, ر‎ 
Jn 
, 1 EES 


ستنتج نهاية المتتالية ) (u,‏ : 


تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ 2۰+ 5۸ ,1> ۸ ؛ 
ثم استنتج نهاية المتتالية ( ,») . 
المتتالية ( ,») معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير 


.14 =| — 1 معدوحم ۸ ل:‎ 
٣ 2 1 E 


1) أعط القيم المقرية لأحد عشر الحدود الأولى من المتتالية 


.)4,) 


2) برر آنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ أكبر من أو يساوي 
0 » يكون "2 < ,ا ؛ ثم استنتج نهاية المتتالية ) (u,‏ 
7 1) أكتب برنامجا للمتتالية ا المعرفة ب 1= ر„ 


1 
U +1 E. والعلاقة التراجعية‎ 


2 ابتداء من أي دليل تصبح حدود المتتالية مستقرة على 
ات الحا . 

ما هو التخمين الذي يمكن وضعه ؟ 

2 أثبت أنه إذا كانت المتتالية »ا متقارية فإن نهايتها هى 


العدد الذهبي ا 


١‏ عين نهاية المتتالية ( ,ا) المعرفة على * 1] ب 
U, = 0,57...57 < U» = 0,5757 > U, 7‏ 


وما 
نعتبر المتتالية ( ,») المعرفة على [] ب : 
u, =n? +n =n‏ . 
1) باستعمال مجدول أو حاسبة بيانية , أعط القيمة العشرية 
المقربة للحدود ,1 › ر1 +1 و ,»ا ٠‏ ثم للحدود ١‏ 
العدد " يتغير من 1 إلى 13 . 


2) برهن آنه من أجل کل ٴ 


1 حلت 


استنتج نهاية المتتالية( ,( . 


3 اشرح لماذا يظهر تناقض في النتيجتين للسؤالين السابقين 


1 14 
Urn n ie 
3 3 


1) باستعمال البرهان بالتراجع برهن أن المتتالية ( ,1) متزايدة 


¥ نعتبر المتتالية ) 


ڊډ 1= م1 


2( حل في ]١‏ المعادلة ذات المجهول × التالية : 
14 1 
بإ × == × . 
3 3 


23 إذا كانت المتتالية ( ,ا) متقارية , فما هي نهايتها ؟ 

4) نضع من أجل كل عدد طبيعي ۸ e‏ 

ثبت أن المتتالية ( , «) هندسية , أكتب عبارة الحد العام , ۷ 

بدلالة ۸ , استنتج أن المتتالية( ,»ا) متقارية . 

|7 1) برهن أنه ابتداء من رتبة مطلوب تعينها » يکون 
ES (n — 1)!‏ 


2) بين أن المتتالية ذات الحد العام , متقارىة . 


77 ه عد حتيقي 


و( ,⁄) متتالية معرفة على [] ب : 


2 33 ا“ 3 U,‏ 
»= » والعلاقة التراجعية + چ ج = ب 
ء۶ ء۶ U,‏ 
a‏ 


3 ما هي نهاية المتتالية( ,») ؟ 
لتكن المتتالية( ,») المعرفة ب 2 = ا والعلاقة 


2 
آ8 ا 


1 أ -برر آنه من أجل كل ۸ من لاء , 
ب ۔ إذا كانت المتتالية( ,ا) متقارية فما هي نهايتها ؟ 

2) في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس » أنشئ 
© المنحني الممثل للدالة حم »: ورن 
المستقيم ۸ ذي المعادلة ×= ر (يقتصر الرسم على 
المجال |2,2 ;0| ) . مثل الحدود ,1 +1 و ا1 


التراجعية : 


n +1 


1 موجب تماما . 


ما هو تخمينك حول تقارب المتتالية ( ,») . 


U, ~1 


.۷ 


n 


3 نضع من أجل كل ۸ من [], 
u, +1‏ 


أ . برهن أن المتتالية ( , «) هندسية متقارية ثم عبر عن ,۷ 
بدلالة ۸ . 


ب . عبر عن ,ا بدلالة , ۷ ثم برر التخمين الموضوع سابقا 


تكن المتتالية ( 
التراجعية ر Ur‏ 


1) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ , 


ا) المعرفة ب 5 = »ا والعلاقة 


. 2ZSU, SU, 
برر أن المتتالية( ,ا) متقاربة ونهايتها 1 أكبر من أو‎ )2 
ا‎ 
. 1 بين أن 1 تحقق 2+1/ = 1 . استنتج قيمة‎ )3 


نتر المتداي 1 المعرفة على *[] ب 
ا 3 U, ll‏ 
2 
1) درس اتجاه تغير الدالة I 1n (x +1(-x‏ 
المعرفة على المجال | +;1-[| . 
2 استتے اں ھی اجل کل ھم ٣١‏ 
In (Kk +1)-Ink >‏ 


ثم من أجل کل ۸ من “لا › >u,‏ (1+,۸)ہ!ا . 

ما هي نهاية المتتالية (,») ؟ 

3( أكتب برنامجا الذي يحذّد a‏ عدد طبيعي ۸ يحقق: 
u, 210‏ . 


المتتاليتان ( ,ا) و( ,«) معرفتان من أجل كل عدد 


1 1 
طبيعي غير معدوم ب : o2‏ 


LTS n” +1 

1 أثبت أن 1 عنصر حاد من الأعلى للمتتالية (,») . 
2 أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم , ۷> ,1. 
ن و ن ودن ؟ 

سب (, »ا) معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير 


معدوم ل 2 


U, e 
n 


1( ن انالا ) (u,‏ متزايدة . 
2) أعط عبارة مختصرة للحد ,1 . 
3 هل المتتالية ) (u,‏ محدودة ؟ 


ےن 


) معرفة ب : 


|8 المتتالية ( 
1 1 


1 
U, EE E 
3 3 3" 


٣ : 3‏ 
1) هل العدد ر هو عنصر حاد من الأعلى للمتتالية ( )u,‏ 
2) برهن أن المتتالية ( ,) متزايدة » استنتج أنها متقارية . 


7 لتكن المتتالية ( ,») المعرفة بحدها الأول ,»ا ومن 
أجل کل عدد طبيعي ۸ »۰ " 2€ ب اا. 

برهن أنه ابتداء من الدليل 2 تكون المتتالية( ,1) محدودة 
بالعددين 0 و1 وهذا مهما كان اختيارا الحد الأول ر . 


ا نعتر المتالية (,») المعرفة على 0 ب : 
1 1 1 
U, E‏ 
4 4 4 


1) ما هو اتجاه التغير للمتتالية ( ,»)؟ 
2) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ › 


3 استنتج أن المتتالية ) (u,‏ محدودة . هل العدد 
3 عنصر حاد من الأعلى للمتتالية ( ,»)؟ 
3 لتکن المتتالية( ,ا) المعرفة ب »1 عدد حقيقي 
معطی و من اکل کل علد طبيعي 1 

U, =U, ~3, +5 


1) برر آنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ , 1< , 


0 0 


ماذا تستنتج ؟ 

2) نفترض أن المتتالية ( ,1) متقارية ونهايتها 1 . أكتب 
معادلة من الدرجة الثانية تكون محقق من أجل [ . 

3( استنتج أن المتتالية ( , ا) متباعدة . هل هي محدودة ؟ 
ما القول عن ,1 11۳0 ؟ 


ll 4‏ 
تكن المتتالية 1 - ١‏ 
77 لتکن 2 ) (u,‏ لمعرفة ب 4 10ا ومل جل 
کل علد طبيعي ۸ ¢ 4— U =u,‏ 


1) أحسب الحدين ,1 و را 
2( برهن أن المتتالية ) (u,‏ متزايدة تماما . 


=u, +a 


, ۷ حيث » عدد حقيقي . 

أ - عين قيمة » بحيث تكون المتتالية( , «) هندسية . 
ب - باستعمال قيمة ى المحصل عليها سابقا , 
بدلالة ۸ ثم عبر عن ,»ا بدلالة ۸ . 


أكتب , ۷ 


ج - هل المتتالية ) (u,‏ محدودة ؟ 
د - نضع من أجل كل عدد طبيعي ۸ « 


.W, =o a 


"1 4 4 
برهن أن المتتالية n)‏ 


«) متقارية . 


., ( تكن‎ E] 


1 


ص 
n!‏ 


1) برهن أن المتتاليتين ( ,») و( 
2) استنتج عددا طبيعيا م حيث ,ا تكون قيمة مقربة إلى 
107 بالنقصان للنهاية 1 المشتركة بين المتتاليتين ( ,») 
د( . 
أعط قيمة ,1 على شكل كسر غير قابل للاختزال وكذلك 
قيمته المقرية المحصل عليها بالحاسبة . 
(,) و( ,«) متتالیتان معرفتان ب : 0= u‏ › 
2= ۷ ومن أجل کل عدد طبيعي ۾ : کک = رر 
E‏ 

4 
1) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ , 
Uu, SÎSvV,‏ . 
2) أثبت أن المتتاليتين ( ,ا) و( ,«) متجاورتان وجد 
نهايتهما المشتركة . 


و( ,«) المتتاليتين المعرفتين على 


نعرف المتتالیتین ( ,4) و( ,۷) د :1= 1 › 
2= ما ومن أجل كل عدد طبيعي ۸ : 
u, +t, u, +2,‏ 
و“ iT‏ 
3 5 
1) من أجل كل عدد طبيعي WA YS a‏ 


برهن أن المتتالية( , «) هندسية . عين نهايتها ثم عبر 


عن , W‏ بدلالة 7۸ . 


2) عبر عن ,ا ,1 و ,۷ م بدلالة ۽ W۷‏ ؛ استنتج 


اتجاه تغیر المتتاليتين ( ,ا) 9E‏ : 
3 بين أن المتتاليتين ( ,») و( ,«) ولهما نفس النهاية 


يرمز لها ] . 


4) من أجل کل عدد طبيعي ۸» نضع , 107+ ,31 = ,1. 


برهن أن المتتالية ( ,) ثابتة . استنتج قيمة 1 . 
7 نعتبر المتتاليتين (,») و (,«) المعرفتین ب : 
Vo =4 ¢ Uo =3‏ ومن أجل كل عدد طبيعي 1 <c‏ 


U, FV U, FV 


GT SA ET 


1) أحسب ,1 › ,۷ ۰ راو ر۷ . 


2) من أجل كل عدد طبيعي ۸ » نضع : ,11~ ,۷= W۷,‏ . 


بين أن المتتالية ( , )W‏ هندسية وعين نهايتها . 

3 أدرس اتجاه تغير المتتاليتين ( ,4⁄) و( ,/) ثم استنتج 
آنهما مجاورتان . 

4) برهن أن ( ,1) هي المتتالية المعرفة من أجل كل عدد 
طبيعي n‏ ا ( ,2+ ,)= 

برهن أن ( ,) متتالية ثابتة . 

عين 1[ , النهاية المشتركة للمتتاليتين ) E (u,‏ 
[7 نعتبر الدالة ‏ المعرفة على المجال [0;2] ب : 
a 1‏ 


XxX +1 


1) درس اتجاه تغير الدالة ۴ . استنتج أنه إذا كان 
e ]1:2[‏ × »فان )x×(>]1:2[‏ £ . 


2 ( ,ا) و( متتالیتان معرفتان ب : 
2= م ومن أجل کل عدد طبيعي ۰1( ,1) ET‏ 
( ,7 = 

بأاستعمال حاسبة بيانية مثل منحني الدالة والمستقيم ذدي 
المعادلة ×= ر . 

أعط تخمينا حول اتجاه تغير وتقارب لكل من المتتاليتين 
e)‏ 

6 برل آبالتراجع عن اا ال 

I yT من أجل كل عدد طبيعي‎ 
N 2 E O 

4 آثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي 1 , 


VV 0 a 
CE (v, +1), +1) 


استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي 1 , 


1 
و( Mn‏ ,1 کک Hn‏ ا 


¢ Uo 7 


أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعى ۸ › v>)‏ 


استنتج أن للمتتاليتين ( ,ا) و( ,«) نفس النهاية 1 . 
عن افا الم طا اة 7.> 

و ( عددان حقیقیان حيث 0>4>b‏ . 
المتتاليتان ( ,») و( ,«) معرفتان ب : »= u‏ »= ر۷ 


ومن آجل کل عدد طبيعي ١‏ ۰ , ۷ہ = ,1 ۰ 


MU, 47 


0 ا 
( ,1 يسمى الوسط الهندسي للحدين ,1 و ,۷ ؟ بر۷ 
يسمى وسطهما الحسابي .) 
1) ثبت آنه من أجل کل عدد طبيعي ۸ › ,۷ك ,0>1 . 
2) برهن آنه من أجل كل عدد طبيعي «n‏ 


Ta Man 2 “u, ) 


. Vv, =U, < -4( استنتج أن‎ 


3) أثبت أن المتتاليتين (,») و (,«) متجاورتان . 

4) نفرض أن 2= و 5= ( ,والعدد 1 هو النهاية 
المشتركة للمتتاليتين ) (u,‏ و( 

استعمل نتيجة السؤال الثانى لتعيين القيمة المقرية إلى 107 
للنهاية 1[ . ۰ 


المتتاليتان ( ,4) 


Uo = —1 : معرفتان ب‎ E 


U, +v ٤ 
U, = 1 ۰۸ م۷ ومن اجل کل علد طبيعي‎ =2 
u, tA, 
al 
5 
‘U, <V, 


ب . برهن آن المتتاليتين ( ,⁄) و( ,«) متجاورتان . 
2) من أجل كل عدد طبيعي ۸ , نضع 
و , 2۷+ ,1= ,ر حيث ى و 2 عددين حقيقيين متمايزين . 
جد ۾ و ظ حیث تکون المتتالیتان (,×) و (,ر) 
هندسيتين ثم عبر عن ,× و ,ل بدلالة ۸ . 


3 جد النهاية المشتركة للمتتاليتين (,») و( ٠,‏ . 


XxX, =U, +AQV, 


۲7 لتکن ( £ ) مجموعة و و 
المعرفة على [] والتي تحقق الخاصية التالية : 


1) هل توجد في المجموعة ( £) متتالية ثابتة ؟ متتالية 
حسابية ؟ متتالية هندسية ؟ 


2) تحقق أنه من أجل كل عددين حقيقيين و 6 تکون 
المتتالية( ,ا) ذات الحد العام | + )(- U,‏ 


3 عين المتتالية ( ,1) ذات الحد العام 


( )8+ ( )= ,» مان 3= ,» 


و—-—== Uu‏ . اأحسب نهاية هذه المتتالية . 


35 
1 - 1) أدرس اتجاه تغير الدالتين و ۽ 
المعرفتين على المجال | +;0] ب: 


1x? (1+)‏ و f‏ ؛ 


. £ (x )=ln(1+x )-x 


2) برهن آنه من أجل كل عدد حقيقي موجب X‏ ¢ 


2 


>( +n)1ا‏ >± ... )1( 
7 - في هذا الجزء نريد دراسة المتتالية ( ,ا) المعرفة ب : 
= ,ا ومن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم «n1‏ 


: Urn =u و‎ n1 


1) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 
Uu, >0 1‏ . 


ر 


2) برهن آنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم «n‏ 


Inu, =In a +in 0 EFI i 
2 2 2 


باستعمال العلاقة (1) برهن أن : 
SF eu ES,‏ 
2 


ب - استنتج نهاية لكل من المتتاليتين (,؟) و (,7) . 


5 دراسة تقارب المتتالية ( ,») . 


أ - برهن أن المتتالية ) (u,‏ متزايدة تماما . 


ب - استنتج أنها متقارية . 

ج - نقبل النتيجة التالية: إذا كانت المتتاليتان ( ,) و (,86) 
متقاريتين حيث من أجل كل عدد طبيعي a, SÛ, «n‏ 
فان ,۶ صتا ک ,ے صاا . 

أعط حصرا لنهاية المتتالية (,») . 

[7 المتتالیتان ( ,») و ( ,«) معرفتان من أجل کل عدد 
طبيعي غير معدوم ۸ ب : 


nM‏ . 2 ا 
u, SiN TSN RT‏ 
n n‏ 


8 1 
1) آثبت أن المتتالية ( , «) و 


| +;0[ ب : sS] n>‏ × جا f :x‏ ؛ 


x 
O E 
xX 
.h:x |+ —x e 
چ و ۸ مبیّنا أن كل‎ » f درس اتجاه تغير لکل من الدوال‎ 
. من هذه الدوال موجبة‎ 
«n برر آنه من أجل کل عدد طبيعي غير معدوم‎ 3 
TE akan 
«n استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم‎ 


1 
۳ e SV, 


6 
4) ثبت أن المتتالية ( ,») متقارية » وما هي نهايتها ؟ 
1 - لتكن ر الدالة المعرفة على المجال ]هه +;0[ 
E _‏ 


XxX +1 


1) أدرس اتجاه تغير الدالة ۽ المعرفة على المجال 


g(x )(=1+x +inx : |0;+ 0|‏ ؛ ثم بين أن 
المعادلة 0=( ×) چ تقبل حلا وحيدا / حيث 
0,28 < 0,2758 . 


2) من أجل 0< × عبر عن ( )' ٤‏ بدلالة (×) 8 
استنتج تغيرات الدالة / . 

. أحسب نهايتي الدالة f‏ عند 0 و هب . 

7 - نريد دراسة المعادلة En‏ ۸ عدد 
طبيعي غير معدوم . 

1) بين أنه من أجل كل "۸ هذه المعادلة تقبل حلا وحيدا 


۰. «4 


n 


n 


2 المقارنة بين ,ك و "ع . 
و >( ) گ , استنتج أن qd, >e"‏ . 

ب . أثبت أن العلاقة ۸=( ,۹) ٤‏ یمکن کتابتھا على 
الشكل )...0 


04 


n 


استعمل (.) لاستنتاج کے ہنا . 
nato @‏ 


3 المقارنة بين ,ى و ۸+ "€ . 

نضع (,+1) =٤"‏ ,ه حیث 0< ,ی ...۰ (2) . 
ادا ا (1( کنر کن ) JIn(1+e,‏ ,+1( 
RNS‏ 


کو انه من اکل کل 0> ct‏ 


2 


. 0<(1+t)In(1+1)-1 


ج - استنتج من (أ.) و (ب .) آنه من أجل كل 1< ۸ › 
2 
e. OE mE‏ )3( 


اختيار من متعد 


| 21 فی کل سال اقحات موضوعة یکن أن کون 


نعتبر المتتالية ( ,») المعرفة د 0= ,> و من أجل كل 


: n2 7 ٣ و‎ 


۴ SLE U, 2 (Ww, نعرف المتتاليتين ),( و)‎ 


‘Ww =U 


n n+1 
, أ- المتتالية( , «) حسابية. ب - المتتالية(‎ 1 


ج- المتتالية ( ,«) هندسية. 


ج۔ ]= سw.‏ 


n 


. Uu, =Vo FV, +... Fv, 0 


‘U, e - لبا‎ 

ج- المتتالية ( ,ا) لا تقبل نهاية . 

د- المتتالية ( ,») متقارية ونهايتها < . 

145 في كل من السؤالين n‏ 
المطلوب تعيينهما 


2n +(-1)" Jn ا‎ 


2008 > و 0< 1 . ج 
41 


O‏ دہ 
In (n) n‏ 


2) المتتاليات u»‏ »> «و س تمتاز بالخواص التالية : 


=l1gو‎ mu, =—1 <u, SV, SW, 


n+ م+‎ 


.limw, 


nato 


.limv, =0 أ‎ 


کو و 
کن کل کل عدد طبيعي ۸ › 1> ,1>۷ . 
د - لا يمكن معرفة إن كانت المتتالية « تقبل نهاية أّم لا 


(w‏ حسابية. 


د - المتتالية (W,)‏ هندسية. 


اد أ خطاً ؟ 


| ميز بين الجمل الصحيحة والجمل الخاطئة . 

1) كل متتالية متناقصة هي محدودة من الأعلى . 

2) كل متتالية متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد 0 فتكون 
نهايتها معدومة . 

3 کل متتالية متزايدة ومحدودة من الأعلى هي محدودة . 
4 إذا كانت نهاية متتالية هي +١‏ فإن هذه المتتالية تكون 
غير محدودة من الأعلى . 

5 كل متتالية متقارية هي محدودة . 

6 إذا كانت ( ,»ا) و( ,«) متتالیتين منقاربتين و تحققان 
من أجل کل عدد طبيعي ۸ › 


. limu, < limv, 


nı <+ n+ 0 


,۷> ,4 فان 


147 ك إن كانت الجملة صحيحة أم خاطئة مبرّرا ذلك 
1) إذا كان العدد الحقيقي 1 هو نهاية المتتالية( ,ا) وإذا 
كانت المتتالية( , «) لا تقبل نهاية حقيقية › فن المتتالية 

(u, +, )‏ لا تقبل نهاية حقيقية . 

2) إذا كان العدد الحقيقي 1 هو نهاية المتتالية( ,ا) وإذا 
كانت المتتالية( , «) لا تقبل نهاية حقيقية › فإِنٌ المتتالية 

( ,۷× ,⁄) لا تقبل نهاية حقيقية . 


63 ذا كانت ]= u»,‏ 1۳ا و += u»,‏ نا ۰ فإِنَ 


n> +0 n+ 


.limv, =0 


م + جم 


4) كل المتتالية تكون محدودة من الأسفل أو من الأعلى . 


المتتالية( ,ا) المعرفة على 


کل عدد طبيعي lT‏ 

المطلوب تمييز بن الجمل الصحيحة والخاطئة مبرّرا ذلك. 
1) المتتالية( ,ا) متقارية نحو العدد1 الذي هو فاصلة نقطة 
تقاطع المستقيمين الذين معادلتيهما ×= ر و1- ×2= ر. 
2) المتتالية( , «) المعرفة على 
3( المتتالية( , «) محدودة من الأعلى . 


ب : 1[- ,1= ٠۷,‏ هي 


